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Con l’avvento della meccanica quantistica è emerso un nuovo parametro che
non ha alcun equivalente nella meccanica classica. La fase di un’onda di materia.
Essa è direttamente influenzata dal potenziale cui l’onda è sottoposta, dunque
anche dal potenziale gravitazionale.
Colella, Overhauser e Werner in uno storico esperimento del 1975 ne introdussero
una modalità di verifica che prevede un’interferometria su di un fascio di neutroni.
Infatti, i due rami dell’interferometro, se soggetti a un livello differente di potenziale,
producono una figura di interferenza.
In questa tesi sono trattati i vari fattori che influenzano gli esperimenti COW.
A fianco degli effetti gravitazionali, vi sono quelli causati dalla rotazione terrestre,
quelli dovuti alla deformazione del cristallo interferometrico e quelli introdotti dalla
teoria della dynamical diffraction.
Infine viene descritta, una tra le tante, l’applicazione di questa tipologia di
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Con l’avvento della meccanica quantistica è emerso un nuovo parametro che
non ha alcun equivalente nella meccanica classica. La fase di un’onda di materia.
La fase è direttamente influenzata dal potenziale all’interno del quale la particella
compie il suo moto. Essendo la particella un corpo massivo, uno dei potenziali a





Una delle particolari conseguenze è la dipendenza della fase dell’onda di materia
dal rapporto m/h̄ e dunque la profonda connessione tra il mondo quantistico e il
potenziale gravitazionale. Così come, rivoluzionario, è lo scardinamento dell’idea
della gravità come teoria puramente geometrica, in quanto questo aspetto dei suoi
effetti non è indipendente dalla massa probatoria che viene posta all’interno del
potenziale per analizzarne le caratteristiche.
La presente trattazione si prefigge di analizzare i principali risvolti dell’esperi-
mento volto alla verifica di questi peculiari esiti della meccanica quantistica. Nel
1975 Colella, Overhauser e Werner pubblicano l’articolo "Observation of gravita-
tionally induced quantum interference" in cui riportano la conferma sperimentale
dello sfasamento causato dal potenziale gravitazionale.
L’idea di base è di impiegare un classico interferometro per separare un fascio
di neutroni altamente collimato in due percorsi, far correre questi a due altezze
diverse e infine riunirli per vederne la figura di interferenza prodotta.
Successivamente, una pletora di esperimenti ispirati a questo si sono susseguiti
nella speranza di migliorare tecniche di sperimentazione e risultati ottenibili. I
degni eredi sono riportati nell’articolo del 1980 di Staudenmann, Werner, Colella
e Overhauser e in quello del 1997 di Littrell, Allman e Werner. Le principali e
più importanti innovazioni introdotte sono l’uso di due lunghezze d’onda per i
neutroni e il così detto interferometro a phase-shifting in cui una lamina metallica
v
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rotante è frapposta alle lastre dell’interferometro. Entrambe vengono impiegate
per migliorare il metodo di fitting dei dati.
Una delle conseguenze più interessanti e forse inaspettata di tutto ciò è l’aver
trovato un metodo per verificare il principio di equivalenza in ambito quantistico.
La connessione tra gravità e meccanica quantistica rende quest’ultima imprescin-
dibilmente necessaria nell’analisi in cui appaiono sia la massa inerziale che quella
gravitazionale. Dunque è chiaro che se si riescono a verificare con questo impianto
i postulati del principio di equivalenza, esso sarà verificato in ambito quantistico.
Capitolo 1
Fase e potenziale gravitazionale
1.1 Livello zero di potenziale
1.1.1 Trattazione generale
Classicamente il livello assoluto di potenziale non ha valore fisico in quanto
la Lagrangiana di un sistema è tale a meno di una costante. Dunque qualsiasi
valore di potenziale venga scelto come livello zero si può andare a modificare la
Lagrangiana perché ne tenga conto senza causare variazioni nelle equazioni del moto.
Queste, infatti, dipendono solamente da derivate della Lagrangiana e non possono
presentare termini dovuti a una costante che necessariamente viene nullificata dalla
derivazione. In meccanica quantistica ciò non è più valido. Infatti emerge una
nuova caratteristica che non ha corrispettivi nella meccanica classica che è la fase.
Questa è influenzata direttamente dall’energia del sistema e dunque risente del
valore assoluto del potenziale a cui l’oggetto in analisi è sottoposto.
Si ipotizzi, infatti, di considerare uno stato quantico |Ψ, t0〉 soggetto a un





+ V (x) (1.1)
e si ha l’usuale relazione di propagazione temporale






L (q̇, q, t) dt
]
|Ψ, t0〉 (1.2)
Considerando ora un nuovo potenziale, diverso dal precedente unicamente per
il livello di zero scelto
Ṽ (x) = V (x) + V0 (1.3)
1
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e convenendo sul fatto che al tempo t = t0 sia˜|Ψ, t0〉 = |Ψ, t0〉 (1.4)
si può lavorare sulla precedente eq. 1.2 per ricavare la relazione tra lo stato
soggetto a potenziale Ṽ (x) e quello inizialmente considerato |Ψ, t〉. Inizialmente si
sostituiscono la Lagrangiana con il nuovo potenziale e l’eq. 1.4
















































dove si ritrova l’eq. 1.2 del propagatore che può essere sostituita, si nota inoltre
che il potenziale V0 è una costante e quindi può essere portato fuori dall’integrale








Dunque appare evidente che lo sfasamento causato da V0 allo stato quantico˜|Ψ, t〉 rispetto allo stato |Ψ, t〉, che è direttamente dipendente sia dal livello zero di
potenziale stesso, sia dal tempo, è





Un’interessante conseguenza di questo ragionamento si ha nel caso del potenziale
gravitazionale, ovvero Vgrav = mgz.1
Classicamente la generica Lagrangiana di un punto materiale libero di muoversi





1Valido anche per i neutroni in caduta libera, verificato da McReynolds [1], Dabbs, Harvey,
Paya et al. [2] e Koester [3]
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−mgz dt = 0 (1.10)








mẍ = −mg (1.11)
Chiaramente in entrambe le relazioni è immediata l’eliminazione della massa
che di fatto non gioca alcun ruolo nella dinamica classica.
Anche per questo la gravità viene considerata come una teoria puramente geo-
metrica ovvero dipendente solo e unicamente dall’ambiente all’interno del quale un
oggetto è posto e non dalle caratteristiche del corpo stesso quali la massa.
Invece nell’analisi con l’impianto teorico della meccanica quantistica, l’analogo
di partenza è l’equazione di Schrödinger. In questa, come si può facilmente notare
sotto, risulta impossibile cancellare il rapporto m/h̄ che lega profondamente i due










Questo fornisce una prima idea intuitiva del fatto che la dinamica dell’oggetto
in analisi debba essere influenzata dal suddetto rapporto tra massa e costante di
Plank ridotta.




































Ovvero, in definitiva, combinandole si ricava l’analogo delle equazioni del moto




〈x̂〉 = −mgẑ (1.15)
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Queste, però, sono un caso triviale perché, appunto, la massa si cancella2 e non
si riscontra un effetto in cui essa appaia esplicitamente.
Come anticipato precedentemente, per poter rilevare un esito diretto del poten-
ziale gravitazionale, ovvero una relazione in cui compaia esplicitamente la massa,
occorre rifarsi all’eq. 1.8 in cui va sostituito il potenziale gravitazionale al posto
di V0. Infatti la fase delle onde di materia è direttamente dipendente, come visto
poco sopra, dal potenziale in cui l’onda si propaga e dunque nel caso del potenziale
gravitazionale, dipendente dalla massa.
1.2 Prima verifica sperimentale
1.2.1 Apparato sperimentale
Per verificare sperimentalmente che il potenziale gravitazionale ha un ruolo
diretto nella fase delle onde di materia, per primi, Overhauser e Colella [4] e Colella,
Overhauser e Werner [5] ipotizzarono e realizzarono un apparato interferometrico
con l’impiego di neutroni. Da qui in poi una serie di esperimenti sempre più precisi
e accurati furono realizzati, basandosi sulla stessa idea teorica, per eviscerare ogni
fattore intervenisse nello sfasamento e per migliorare il più possibile i risultati
ottenuti. Questi esperimenti successivi, in onore degli avanguardisti, vengono detti
esperimenti COW.
L’idea generale fu quella di usare un interferometro per separare un fascio di
neutroni, far camminare le due gambe dell’interferometro ad altezze dal suolo
diverse per poi ricombinarle e analizzare la figura di interferenza prodotta. Essendo
a due altezze diverse dal suolo, infatti, le due traiettorie percorse dai neutroni sono
a livelli di potenziale gravitazionale diversi per cui le due onde guadagnano una
fase differente l’una dall’altra. Per la precisione presentano uno sfasamento come
da eq. 1.2.
Viene riportato in fig. 1.1 un diagramma schematico dell’apparato interfero-
metrico impiegato. Qui si vede il cristallo interferometrico di silicio scolpito da
un blocco unico per assicurarsi la maggiore precisione possibile nell’allineamento
dei piani rifrattivi del materiale. Questo presenta tre falde, la prima delle quali
impiegata per separare il fascio neutronico, la seconda per reindirizzare le due
gambe dell’interferometro verso un punto comune e l’ultima per riunire in un unico
fascio e dunque creare la figura di interferenza cercata. Sul fondo sono presenti tre
contatori di neutroni. Tra la seconda e la terza lastra è posta un’ulteriore lamina
verticale che può ruotare su un asse normale al piano dei percorsi interferometrici.
2Si assume qui che anche in meccanica quantistica resti valido il principio di equivalenza tra la
massa inerziale e quella gravitazionale, si veda 3.1 a pagina 21
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Figure 8.1 Schematic diagram of the LLL interferometer used in the gravitationally induced
quantum interference experiments. The interferometer crystal, along with the 1.2-cm-diameter
20-atm 3He neutron detectors is tilted about the incident beamline SA through angles α, while
maintaining the Bragg condition for wavelength λ and Bragg angle θB. It was machined
by Mr. Clifford Holmes in the Physics Department Machine Shop at the University of Missouri
where g is the acceleration due to gravity. Since the gravitational potential energy difference is small
(mg ∼ 1.003 neV/cm) compared to the kinetic energy, E0 ∼ 20 meV, of the incident neutron, the
wave vector difference according to Eq. (8.1) is given approximately by




where α = 0 corresponds to the horizontally level interferometer situation, with both beam paths
(I and II) parallel to the Earth’s surface. The phase difference of the neutron traversing path II
relative to path I is therefore given by
COW = II –I = kS, (8.3)





Figura 1.1: Rauch e Wer er [6]
Essa è impiegata, come si vedrà in seguito, per misurare in maniera più accurata lo
sfasamento. Infine si noti l’angolo di rotazione α attorno alla direzione di incidenza
del fascio neutronico al quale viene fatto ruot re l’interferometro per porre il ramo II
a un livello di potenziale maggiore del ramo I.
Per analizzare più ap rofonditamente la fisica che caratterizza questo impianto
sperimentale si deve partir dalla conservazione dell’energia. Visto che la Lagrangia-
na non è dipendente dal tempo, l’energia risulta essere un integrale primo del moto.
Avendo, dunque, valida l’eq. 1.1 della generica Hamiltoniana, sostituendovi p = h̄k
e considerando, infine, che l’energia dei due rami all’interno dell’interferometro








nella quale si è definito anche H (α) = H sinα in quanto il livello della se-
conda gamba dell’interferometro è dipendente dal seno dell’angolo di rotazione
dell’interferometro stesso.
Ora, essendo il potenziale gravitazionale molto minore dell’energia cinetica del
fascio di neutroni, si può approssimativamente ricavare la differenza tra i numeri





Potendo scrivere k0 = 2π/λ e ponendo L = AB la lunghezza del segmento AB,
sapendo inoltre che la differenza di fase è data da ∆kL, si ottiene facilmente la
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FIG. 2. The difference count, I&- I~, as a function of interferometer rotation angle y. Approximate counting
time per point was 80 min. The fringe contrast is less than that predicted by Eqs. (4).
be'
I2 =y —n cosP,
I, = n(1+ cosP),
(4a)
(4b)
where y/n =2.6, an average intensity ratio which
we confirmed experimentally. Note that the sum
I2 +I3 is independent of rotation ang le y . Conse-
quently the interference effect is most convenient-
ly displayed by plotting the difference I, -I,. Our
first results are shown in Fig. 2. The oscillation
frequency was determined by Fourier transform-
ing the data. We find
from the data of Fig. 3. A misplacement of these
strips by 1.5 mm accounts for the difference be-
tween (5) and (6). We are presently setting up an
x-ray facility on the reactor floor so that we can
measure q&,~+qt „d and qt „d simultaneously.
We expect that q,» can then be determined to 1/g.
By inserting a —,X plate (™0.002 in. Al) in one of
q grav +qb:nd
For our interferometer, Eg. (2) predicts




We ascribe the difference between (5) and (6) to
qb,„d, fringes caused by bending of the interfer-
ometer base during rotation. We have determined
this effect by rotation experiments using x rays,
as shown in Fig. 3. The abscissa of Fig. 3 is the
distance s of the felt supporting strips from eith-
er end of the crystal.
When s & 15 mm the interferometer sags in the
middle and qb, „d x0. When s & 15 mm the ends sag
and qb,„d &0. This behavior was established by
inserting a —,A. plate (™0.0005 in. Mylar) in one of
the x-ray beams and observing the phase shift of
the rotation fringes. Our placement of the felt








FIG. 8. Rotation fringe rate qb~„d, see Eq. (8), caused
by bending of the interferometer base under its own
weight, as a function of the position s of the felt strips
from either end of the crystal.
1473
Figura 1.2: Colella, Overhauser e Werner [5]










nelle quali si sostituisce l’espressione A = HL per l’area del parallelogramma
racchiuso tra i due percorsi interni all’interferometro e si pone qCOW la frequenza
di oscillazione della figura di interferenza.
1.2.2 Risultati ottenuti
I dati raccolti da Colella, Overhauser e Werner [5] furono la conta dei neutroni
giunti ai sensori posti a valle dell’interferometro verso l’angolo di alzo dell’inter-
ferometro stesso. In questo modo fu possibile creare il grafico di interferenza
riportato in fig. 1.2. A questo punto, per ottenere la frequenza di oscillazione qCOW
dell’eq. 1.18c, gli autori trasformarono con Fourier i dati raccolti.
Il livello di ccuratezza fu d l 12% di scostamen o speri ntale dalla teoria.
1.3 Successivi esperimenti COW
Furono svariati gli esperimenti successivi a quello di Colella, Overhauser e
Werner [5] che seguendo le loro orme cercarono di migliorare il più possibile le








whereG is Newton’s universal gravitational constant,mi and
mg are the inertial and gravitational masses of the neutron,
M is the Earth’s mass,V is the Earth’s angular velocity of
rotation, r is the neutron’s position relative to the Earth’s
center, andp is the neutron’s canonical momentum. The La-












mi uV3r u2, ~2!
wherev is the neutron’s velocity relative to the interferom-






Since the interferometer is very small compared to the
Earth’s radiusR, we define a local position variablex5r2R,
whereR is taken to extend from the center of the Earth to the
point at which the neutron enters the interferometer. Thus, to
a very good approximation we have
L> 12 mi uẋu21mgg–x1mi~V3x!• ẋ1L0 , ~4!







is the effective acceleration due to gravity and the centrifugal
force. The magnitude of this effective gravitational accelera-
tion is 9.800 m/s2 at the surface of the Earth in Columbia,
Missouri, as determined from values measured in St. Louis
and Kansas City@10#. Althoughg contains a component de-
rived from the centrifugal force and thus couples the gravi-
tational and inertial masses, we do not expect this to be a
problem in this experiment because it is expected from clas-
sical physics to result in a reduction in the magnitude ofg
only 2 parts in 1000 from the value determined by gravity
alone.
When the neutron is inside the aluminum phase shifter,
the Lagrangian has an additional component due to the
neutron-nuclear optical potentialUn related to the strong
nuclear force, so that the total Lagrangian inside the alumi-
num is
FIG. 3. The beamportB neutron interferometry apparatus at
MURR: ~a! a top view of beamportB illustrating the positions of
the interferometer and the double crystal monochromator, and~b! a
closeup view showing the box within a box vibration isolation ar-
rangement.
FIG. 4. A photograph of the skew-symmetric interferometer
used in this experiment. The dimensions of the interferometer are
d1516.172 mm,d2549.449 mm, anda52.621 mm. This interfer-
ometer was machined in the physics shop at the University of
Missouri-Columbia.
FIG. 5. A photograph of the symmetric interferometer used in
this experiment. The blades of the interferometer are 3.077 mm
thick and 50.404 mm apart. This interferometer was machined at
Atominstitut, Vienna, Austria.
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Figura 1.3: Littrell, Allman e Werner [9]
tecniche e i risultati ottenibili. I pri cipali e p ù rinomati in letteratura sono quelli
di Staudenmann, Werner, Colella et al. [7], di Werner, Kaiser, Arif et al. [8] e di
Littrell, Allman e Werner [9].
Tre furono le principali innovazioni apportate in questi esperimenti.
Skew-symmetric interferometer Fu introdotto l’utilizzo dell’interferometro di
cui in fig. 1.3 in modo da testare variazioni nelle misurazioni dovute alla forma del
cristallo. Queste, qualora vi fossero state, si sarebbero potute ricondurre appunto
alla forma dell’interferometro stesso e quindi si avrebbe avuto la possibilità di
studiarne le cause.
Two-wavelenght interferometer Grazie all’impiego di due diverse lunghez-
ze d’onda del fascio di neutroni fu possibile determinare sfasamenti dovuti alla
deformazione del cristallo interferometrico.3
Per entrare più nel dettaglio, si possono considerare le differenze di fase do-
vute al potenziale gravitazionale e alla deformazione del cristallo di silicio come
funzioni dell’angolo di alzo dell’interferometro e della lunghezza d’onda4, la prima
3Saranno discussi una serie di fenomeni che influenzano la differenza di fase tra i due rami
dell’interferometro non causati dal potenziale gravitazionale, si veda 2.2 a pagina 14
4La relazione gravitazionale è già stata derivata in 1.2.1, eq. 1.18a; la relazione di deformazione
sarà analizzata più nel dettaglio successivamente in 2.2 a pagina 14, eq. 2.13a
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direttamente proporzionale a λ, la seconda proporzionale a λ−1 [9]
∆Φgrav (α, λ) = −uλ sinα (1.19a)
∆Φbend (α, λ) = wλ
−1 sinα (1.19b)
per poter determinare i due parametri incogniti u e w è necessario avere due
equazioni diverse per la differenza di fase totale, altrimenti si avrebbe un’equazione
in due incognite. Queste si ottengono grazie all’impiego delle due diverse lunghezze
d’onda di cui sopra.
Phase-shifting interferometer Innovazione molto più importante fu, invece,
l’introduzione di una lamina rotante posta tra le due lastre intermedie e quella
finale dell’interferometro così come già riportato in 1.2.1 in fig. 1.1. Questo cambiò
definitivamente il metodo di analisi dati per ricavare la differenza di fase causata
dall’interferometro.
Viene a crearsi, infatti, un’ulteriore differenza di fase tra le due gambe del-
l’interferometro, dovuta alla lamina metallica frapposta alle lastre di silicio. Lo
sfasamento è dipendente dallo spessore relativo di questa lamina per ogni percorso
considerato [9]
∆ΦNucl (δ, λ) = λNbD
[
1
cos (θB + δ)
− 1
cos (θB − δ)
]
(1.20)
nella quale si hanno N densità atomica, b lunghezza di scattering nucleare, D
spessore e δ angolo di rotazione, tutti e quattro della lamina rotante; θB è l’angolo
di Bragg del silicio. Da questa può essere, poi, ricavata l’intensità misurata a valle
dell’interferometro [9]





cos (θB + δ0 + δ)
− 1
cos (θB − δ0 − δ)
)
+ ∆Φ (α, λ)
]
(1.21)
nella quale ω è la frequenza di oscillazione della figura di interferenza, δ0 è l’offset
dell’angolo di rotazione della lamina e gli altri sono parametri mobili da ricavare
con il fit attraverso l’impiego di metodi dei minimi quadrati non lineari. Tra questi
ultimi termini v’è ∆Φ (α, λ) che è la differenza di fase ricercata. La metodologia
appena descritta migliora di molto il livello di precisione con cui si può andare ad
analizzare gli esperimenti COW.
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FIG. 15. Gravitationally induced quantum interference experiment at & p=1.050 A. These are data from 6 runs taken
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FIG. 16. A plot of the frequency of oscillation of q of
a large series of scans of the type shown in Figs. 11
and 12 as a function of wavelength Ap. The dashed.
curve is the least-squares fit to the data using Eqs. (32}
and (49). The labels next to the data points are run
numbers.
phase stability is an important consideration. We
show in Fig. 15 data obtained at &p —1.050 A in
which we have tested the phase stability of our
interferometer. This figure shows the gravita-
tionally induced quantum interference fringes ob-
tained on 5 separate runs. The total data collec-
tion time was about 75 h. We see that the phase
stability over this period of time is extremely
good. The fact that the interferometer is mounted
inside a heavy aluminum box, which in turn is
mounted inside a large heavy masonite neutron
shield, creates isothermal conditions sufficient
to obtain data of this quality.
We have now taken data of the type shown in
Figs. 11 and 12 at a wide selection of neutron
wavelengths. The frequency of oscillation q for
each run has been obtained both by the Fourier-
transform method discussed above and by a least-
squares-fitting procedure (which is discussed in
the next section). These two data analysis techni-
ques agree to within the statistical uncertainty of
the raw data. The results of this extensive set of
measurements is summarized in Fig. 16 in which
we have plotted the observed frequency gf oscilla-
tion q versus the incident neutron wavelength &p.
The dashed line is the prediction of theory, based
on Eq. (32) and the measured frequency of oscil-
lation due to bending. We have fitted the theoreti-
cal curve to the data leaving (m, m~)" as an adjust-
able parameter. We find
(m, m~)' = (1.675 + 0.003) && 10 g (52)
which agrees with the rest mass of the neutron
obtained from mass spectroscopy to within the
limits of error.
Figura 1.4: Staudenmann, Werner, Colella et al. [7]
1.3.1 Risultat ottenuti
I dati ottenuti con questi nuovi esperimenti COW sono d cine d punti percentua-
li di discostamento esperime to-teoria migliori del primo. Una tabella riassuntiva
di questi, così come una figura di interferenza rappresentativa, sono riportati in
fig. 1.5 e in fig. 1.4
Table 8.3 History of Gravity-Induced Interference Experiments.









Colella et al. (1995) Symmetric LLL #1 1.445(2) 10.52(2) 22.10(5) 59.8(1) 54.3(2.0) 12
Staudenmann et al.
(1980)
Symmetric LLL #2 1.419(2) 10.152(4) 21.68(1) 56.7(1) 54.2(1) 3.30(5) 4.4
1.060(2) 7.332(4) 16.02(1) 30.6(1) 28.4(1) 2.48(5) 7.3
Werner et al. (1988) Symmetric LLL #2 1.417(1) 10.132(4) 21.65(1) 56.50(5) 56.03(3) 1.41(1) 0.8
Jacobson et al. (1993) Symmetric LLL #2 1.422(1) 10.177(4) 21.73(1) 56.94(5) 54.7(2) 1.6(1) 3.9
Littrell et al. (1997) Skew symmetric
(440) reflectio F ll ra ge data 1.078(6) 12.016(3) 314.15(1) 50.97(5) 49.45(5) 2.15(4) 3.0
Restricted ange data 1.078(6) 12.016(3) 314.15(1) 50.97(5) 50.18(5) 2.03(4) 1.5
(220) reflection Full range data 2.1440(4) 11.921(3) 33.94(1) 100.57(10) 97.58(10) 1.07(2) 3.0
Restricted range data 2.1440(4) 11.921(3) 33.94(1) 100.57(10) 99.02(10) 1.01(2) 1.5
Littrell et al. (1997) Large symmetric LLL
(440) reflection Full range data 0.9464(5) 30.50(1) 29.50(1) 113.60(10) 112.89(15) 8.09(6) 0.6
Restricted range data 0.9464(5) 30.50(1) 29.50(1) 113.60(10) 112.62(15) 8.36(6) 0.9
(220) reflection Full range data 1.8796(10) 30.26(1) 29.30(1) 223.80(10) 222.38(30) 4.02(3) 0.6
Restricted range data 1.8796(10) 30.26(1) 29.30(1) 223.80(10) 221.85(30) 4.15(3) 0.9





Oltre all’effetto gravitazionale, uno dei principali contributi del potenziale effi-
cace che va considerato nell’analisi degli esperimenti COW è sicuramente l’analogo
dell’effetto Sagnac. La Terra, infatti, è chiaramente un sistema di riferimento non
inerziale per cui deve entrare in gioco anche la sua rotazione.
2.1.1 Derivazione formale dalla Lagrangiana
Per tenere conto della rotazione terrestre si rende necessaria l’aggiunta di un











ricordando la trasformata di Legendre per l’Hamiltoniana e le equazioni di Hamilton














−Ω · L (2.4)
nella quale come solito è definito L = r× p e
mir̈ = mgg0 −miΩ× (Ω× r)− 2miΩ× ṙ (2.5)
dove g0 = −GMr2 r̂.
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Definendo, poi






si hanno per l’eq. 2.5 le soluzioni [6]







In cui, considerando i parametri terrestri, è verificabile che il rapporto tra i termini
di terzo e second’ordine in t è nell’ordine di grandezza 10−9, per cui l’effetto di
Coriolis sulla traiettoria è del tutto trascurabile.




= miv +miΩ× r (2.8)
Per quanto riguarda l’influenza dell’effetto Sagnac sulla differenza di fase si






















facendo il secondo integrale in verso opposto, ovvero dal punto D al punto A
e dunque cambiandolo di segno, si nota come la somma dei due sia in realtà
un integrale chiuso sul percorso ACDBA; sostituendo poi il momento con quello





p · dr = mi
h̄
∮







(Ω× r) · dr︸ ︷︷ ︸
∆ΦSagnac
(2.10)
Con l’analisi vettoriale il secondo termine può essere scritto come un inte-
grale di superficie (A è l’area della superficie contenuta all’interno del percorso




Ω ·A = 2mi
h̄
ΩA (cos θL cosα + sin γ sin θL sinα) (2.11a)
1Attraverso la derivazione di questo termine si ottiene la stessa eq. 1.18a a pagina 6 già dedotta,
ma è reso evidente il prodotto m2 = mimg come si vedrà più nel dettaglio in 3.1 a pagina 21
eq. 3.4c
2Questa relazione è stata ricavata con le più svariate modalità, da Page [10] con un’argomen-
tazione di ottica ondulatoria, da Anandan [11] e da Stodolsky [12] con l’impiego della relatività
generale
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FIG. 18. Schematic diagram of the configuration of
the apparatus for the vertical-beam experiments de-
signed to measure the neutron Sagnac effect. The draw-
ing is not to scale. The collimator is approximately
1 m in length, and the interferometer is approximately
8 cm long from point A to point D. The angle 6 of the
phase shifter is defined to be zero when it is parallel
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The superscript "v" indicates that this expression
is for a vertically directed incident beam. For
these experiments the incident wavelength is fixed
at &o —1.262 A, which in turn determines the value
of the normal area, whicI '.s&=8.864 cm . The
angle P is defined to be zero, when the normal
area vector A is directed due west. The predicted
frequency of oscillation is
„=91.92 deg = 1.604 rad. (theory). (56)
As we turn the interferometer through various
angles P, the counting rate is expected to vary
according to
f(g) =A+Bcos(qe, „sing+ po).
By allowing A and B to be numerically different,
we have taken into account the facf that perfect
contrast is never actually realized in practice.
The results of such an experiment are shown in
us to experimentally suppress the effects of gra-
vity, leaving only the effect of the rotation of the
Earth on the phase shift. The bending effect is
also independent of P since the orientation of the
interferometer with respect to g is fixed. The
suggestion that the Sagnac effect could be obser-
ved with this geometry was first made by Anan-
dan."
Using Eq. (35) it is an easy matter to work out
the formula for P8. „as a function of @; we get
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FIG.. 19. Data taken in a "direct" measurement of the
effect of the Earth's rotation on the neutron phase snift.
The various parts of this figure are explained in detail
in Sec. VIB.
Fig. 19. There is a difficulty in directly inter-
preting the counting rate in detector C, to be f(P).
There is a natural variation of the "effective"
incident beam intensity which is the angular ac-
ceptance range for Bragg scattering by the silicon
interferometer. This is due to the energy-angle
correlations in the incident beam resujting from
the monochromation process using single crystals.
However, one can measure this variation sepa-
rately by blocking off the beam in one leg of the
interferometer (and then the other) and measuring
the effective beam strengths under noninterfering
conditions. The series of curves in Fig. 19 are
the results of utilizing this idea. Part (A) of this
figure is the raw data for the counting rate in de-
Figura 2.1: Staudenmann, Werner, Colella et al. [7]




ΩA cos θL (2.11c)
si hanno θL angolo di colatitudine, γ l’angolo Ovest-Sud della direzione del fascio
di neutroni incidente, che è accuratamente scelto uguale a zero in tutti gli esperi-
menti COW; come per lo sfasamento COW si è introdotta qSagnac la frequenza di
oscillazione del pattern di interferenza.
2.1.2 Interferometro verticale
Per verificare che effettivamente le previsioni sull’effetto Sagnac fossero corrette
fu proposto da Anandan [11] di effettuare un esperimento, poi effettivamente
messo in atto da Werner, Staudenmann e Colella [13], nel quale l’interferometro
è posto verticalmente. Il fascio di neutroni viene fatto deviare per incidere sul
cristallo interferometrico con direzione parallela alla normale alla superficie terreste.
L’interferometro viene fatto ruotare, com nei casi precedenti, attorno alla direzione
incidente d i neutroni, ovverosia lungo la verticale, di un angolo α.
In questa disposizione, riportata in fig.2.1, è chiaro, per motivi di simmetria,
che il potenziale gravitazionale non possa giocare alcun ruolo. I percorsi all’interno
dell’interferometro sottostanno, difatti, allo stesso potenziale gravitazionale per ogni
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It gives
q~, —96.8+0.2 deg
=1.689+ 0.003 rad (expt). (60)
P (deg)
This result is in closer agreement with theory
than the result (59). However, it is obvious from
the data that there is still a substantial problem.
These data were taken in six steps. Because of
geometrical limitations of the rotator inside the
heavy masonite shield, we were only able to accu-
mulate data over an angular range of Q of about
130'. To obtain data through other ranges of P it
was-necessary to turn the entire masonite shield
box through large angles (typically 90 ). This
required releveling and orienting of the rotator
assembly. One notes that the data from each of
the six sequences do not fit perfectly together.
This fact points up the need for extreme care and
precision in this experiment. Since the magni-
tude of the frequency of oscillation due to gravity
is about 50 times the frequency due to the Earth' s
rotation, a small misalignment of the beam axis
off verticality results in a contribution from P~„
If the incident beam is off the axis of a plumb line
by an angle z, the P-dependent part of the phase
shift due to gravity is
P~, =q~„sing siny, (61)
q~„=94.6 + 0.3 deg
=1.651+ 0.005 rad (expt). (63)
This result is within 3/z of the theoretical predic-
tion (56). We believe that to improve upon this
result would require new techniques, of which we
are not aware.
where q„„is given in Sec. IV. To give an idea
of the size of the effect, suppose y'=0. 1 . At ~()
=1.262 A, q „=44 deg rad =2521 deg, giving
P~„=4.4 deg. Thus, a misalignment of the axis
of the beam (and also the axis of rotation) of 0.1'
will result in an error of about 5% in the mea-
surement of the neutron Sagnac effect. On the
basis of these considerations, we now feel that
the unusual agreement of experiment with theory
reported in our preliminary paper was somewhat
fortuitous.
We have now modified the heavy masonite shield
so that the rotator assembly can be turned through
a full 360 deg without realigning the beam axis.
We have exercised extreme care in aligning the
beam axis using precision levels. Our most re-
cent data taken under these conditions are shown
in Fig. 22. The solid curve is again a least-










FIG. 22. A plot of the phase shift' P due to the Earth' s
rotation as a function of orientation f as in Fig. 21.
These data were taken after modification of the rotator
assembly to allow a complete 360' sequence of scans
to be performed without realignment of the verticality
of the incident beam.
VII. CONCLUSIONS
Our observation of quantum- mechanical inter-
ference phenomena in these experiments confirms
that the Newtonian potential mg ' r must be included
in Schrodinger's equation, and that this potential
influences the Phase of the neutron wave function
in a manner expected for any other potential. We
believe that this result has a fairly deep signifi-
cance which concerns the principle of equivalence.
The equality of inertial and gravitational mass
is one statement of this principle. The classical
experiments ' of Eotvos and Dicke have verified
this equality to very high precision. An alterna-
tive and stronger statement of this princple re-
quires that the results of an experiment carried
out in a uniform gravitational field cannot be dis-
tinguished from the results of an experiment car-
ried out in a gravity-free laboratory experiencing
a constant acceleration.
All verifications of the equivalence principle,
prior to our experiment, have been in the classi-
cal domain. The experimental results did not
depend on Planck's constant. For the experiments
described in this paper, the number of interfer-
ence fringes observed for a given rotation of the
interferometer depends on the numerical value of
Planck's constant, and therefore represent a test
of the principle of equivalence in the quantum
limit.
Since the phase shifts observed in our gravita-
tionally induced quantum-interference experiment
depend upon the product m;m~, and the phase shifts
in the Sagnac experiment depend only on m&, we
can certainly claim that the combination of these
experiments demonstrates the equivalence of
inertial and gravitational mass in a quantum-
Figura 2.2: Staudenmann, Werner, Colella et al. [7]
angolo di rotazione. Inoltre è evidente che anche eventuali effetti di deformazione
del cristallo di silicio sotto il proprio stesso peso non possano variare con l’angolo
α, per considerazioni analoghe a quelle appena fatte per la gravità. Dunque è
l’arrangiamento ideale per analizzare l’effetto Sagnac, l’unico presente.
Dal punto di vista quantitativo si deve far riferimento alla stessa relazione già
trovata in precedenza, eq. 2.11a nella quale però, vanno inseriti i corretti angoli di
posizionamento dell’apparato rispetto alla Terra. Così facendo, vedono annullarsi
termini diversi da quelli elisi in precedenza in quanto γ, scelto accuratamente per
gli altri esperimenti perché si annullasse, ora non è più fisso. Il raggio incidente




ΩA sin θL sinα (2.12)
Essendo questo l’unico contributo alla differenza di fase, se i dati così ottenuti
vengono graficati contro l’angolo α è possibile notare una perfetta forma sinusoidale
lungo tutti i 360° così come riportat in fig. 2.2.
2.2 Deformazione
L’interferometro, variando posizione con la rotazione, subisce una forza di
gravità variabile e di conseguenza una deformazione anch’essa variabile. L’asse
di rotazione del cristallo di silicio, ovvero la direzione di incidenza del fascio di
neutroni, non è un’asse di simmetria elastica dello strumento. Per cui un’eventuale
analisi della deformazione non può essere portata avanti affidabilmente in maniera
teorica.
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Per questo nel corso dei vari esperimenti si assunse che potesse essere modellata
in maniera semplificata, senza però perdere in consistenza, da una variazione nella
lunghezza del percorso dei due rami dell’interferometro. Seppur potesse esserci la
presenza di altri effetti minori dovuti comunque alla deformazione, qui si ipotizza
possano ad ogni modo essere inclusi in questa modellazione.










Per trovare il contributo dovuto alla deformazione del cristallo, inizialmente, si è
pensato di eseguire lo stesso esperimento di interferometria con l’ausilio di raggi-X
al posto del fascio di neutroni. Questo perché il fotone, essendo senza massa, non
subisce effetti del potenziale gravitazionale o relativi alla rotazione terrestre.3
L’approccio messo in atto è stato lo stesso fin qui descritto per gli esperimenti
COW classici con l’impiego di neutroni. Di volta in volta, poi, qbend è stato
considerato alla stregua di un parametro intrinseco del cristallo e sottratto a qCOW .
2.2.2 Interferometro a due lunghezze d’onda
layer e Greene [14] suggerirono che le discrepanze che fino ad allora continuavano
a presentarsi in ogni esperimento COW, di almeno una variazione esperimento-teoria
dello 0.8%, potessero essere dovute all’impiego dei raggi-X per determinare i contri-
buti di deformazione del cristallo di silicio. Questo perché si ipotizzò che la differente
interazione dei fotoni con il reticolo del silicio facesse in modo che questi andassero,
di fatto, a ispezionare zone diverse da quelle interessate dal passaggio dei neutroni.
Per ovviare a questo problema, come già anticipato in 1.3 a pagina 7, Littrell,
Allman e Werner [9] impiegarono due diverse lunghezze d’onda del fascio neutronico.
Si riportano qui per comodità le eq. 1.19a e 1.19b dal paragrafo già citato 1.3
∆Φgrav (α, λ) = −uλ sinα
∆Φbend (α, λ) = wλ
−1 sinα
3L’analisi è fatta con l’impianto teorico classico, in seguito si tratterà dei possibili effetti
Sagnac e COW sui fotoni, si veda 3.2 a pagina 24.
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Phase rotator angle (deg)
Figure 8.9 A series of phase rotator scans taken for various values of the tilt
angle α using wavelengths (a) 2.1440 Å and (b) 1.0780 Å in the skew symmetric
interferometer. The phase advances by almost the same amount with each step and
nearly twice as much for the 2.1440-Å data as for the 1.0780-Å data (Littrell
et al. 1997)
interferometer. Fitting each of the interferograms of this type taken for a wide range of tilt angles
gives a series of phase differences (λ, α) which are shown in Fig. 8.10 for both interferome-
ters. The values of Ag and Ab as a function of tilt angle are then obtained from these data. Using
Eqs. (8.28) and (8.29) the mean values of these parameters give the solid lines in Fig. 8.10.
For tilt angles |α| less than about 11◦, these parameters are nearly independent of α as theory
predicts. Clearly, for larger tilt angles, this independence of α is only approximately satisfied, indi-
cating the presence of other effects. Table 8.3 contains the numerical values for qCOW and qbend
for both interferometers. The restricted range data mean |α| = 11◦. Figure 8.11a shows interfer-
ograms obtained directly by tilting the skew symmetric interferometer, using 2.1440-Å neutrons.
A theoretical calculation of these interferograms, taking into account the detailed dynamical
Figura 2.3: Rauch e Werner [6]
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Figure 8.10 Graphical representation of the phase shift data
using (a) the skew symmetric interferometer and (b) the sym-
metric interferometer with the Sagnac effect phase shift (cal-
culated) subtracted. The solid lines are phase shifts calculated
from theory (Littrell et al. 1997)
diffraction effects discussed earlier (and in Chapter 11), is shown in Fig. 8.11b. It is evident
that the observed loss of contrast as a function of tilt angle is predicted reasonably well.
An historical summary of these gravitationally induced quantum interference experiments
is given in Table 8.3. In all cases, the experimentally determined value of the frequency of
oscillation of the gravity-induced interferogram, qCOW, is less than predicted theoretically using
g = 980.0 cm/s2, which is the proper value for Columbia, Missouri. The latest data of Littrell
et al. (1997) taken with the large symmetric interferometer are probably the most reliable, yet
they still yield a discrepancy with theory of order 1%. The importance of these experiments and
their connection to relativity and gravitation theory is discussed in many papers (e.g., Audretsch
Figura 2.4: Rauch e Werner [6]
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of the bending parameterwexpt of 6.92~13! rad/Å for the
skew-symmetric interferometer and 32.61~18! rad/Å for the
symmetric interferometer for the restricted range of tilt
angles and 7.34~14! rad/Å and 31.57~25! rad/Å for the full
range. The results of the pointwise calculation ofwexpt are
shown in Fig. 18. These results are compared with the theo-
retical predictions in Table I.
V. DISCUSSION
We have also considered the possible effects due to the
incident beam being neither perfectly level nor perfectly
horizontally collimated. If the incident beam were out of the
horizontal plane by an anglej, then thea-dependent gravi-
tational phase shift would be reduced by cos~j! and there
would be an additional, constant phase shift that would be
removed by our difference method. Similarly, if the interfer-
ometer were tilted so that the incident beam formed an angle
j with its horizonal surface then the size of the gravity-
induced phase shift will be increased by 1/cos2(j) by the
increase in the effective thickness and separation of the in-
terferometer blades. Since the incident beam and the inter-
ferometer are level along the longitudinal direction to less
than half a degree, these effects would be negligible. Like-
wise, the effects on both phase and contrast of a spread in the
direction of the incident beam relative to the horizontal sur-
face of the interferometer will be negligible. In these esti-
mates we assumed that the angle of scattering vector of the
interferometer was unchanged relative to the incident beam
during tilting.
The effects of misalignment between the crystal planes
and the macroscopic surface of the interferometer have also
been considered. The condition described as level in this
work is determined by the use of a spirit level with a preci-
sion of 0.1° placed on a surface parallel to the surface of the
FIG. 17. A plot of the values for the gravitational parameteru
experimentally determined pointwise using~a! the skew-symmetric
interferometer and~b! the symmetric interferometer. The two hori-
zontal lines are 68.63~8! rad/Å and 210.28~23! rad/Å, the weighted
average of the data in the restricted regions ofa described in the
text.
FIG. 18. A plot of the values for the bending parameterw ex-
perimentally determined pointwise using~a! the skew-symmetric
interferometer and~b! the symmetric interferometer. The two hori-
zontal lines are 6.92~13! rad/Å and 32.61~18! rad/Å, the weighted
average of the data in the restricted regions ofa described in the
text.
TABLE I. Summary of the theoretical and experimental results



















Full range ofa ~rad/Å!
7.34~14! 31.57~25!
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Figura 2.5: Littrell, Allman e Werner [9]
Grazie all’impiego di due lunghezze d’onda si possono ricavare dati sperim ntali
come quelli riportati in fig. 2.3. Questa mostra la differenza di fase totale ∆Φ
per ogni angolo di alzo α dell’interferometro, sia per una che per l’altra lunghezza
d’onda. Lo sfasamento, come solito, si da dai dati grezzi con un metodo di fit non
lineare dei minimi quadrati. Un grafico più generale e utile è quello riportato in
fig. 2.4 nella quale v’è ∆Φ vs. sinα. Successivamente, da questi dati, attrav so un
ulteriore fit con l’impiego delle relazioni riportate sopra, 1.19a e 1.19b, si possono
ricavare i valori medi di u e w che altro non sono che qgrav e qbend a meno della loro
dipendenza da λ. Questi sono riportati in fig.2.5 come funzioni dell’angolo di alzo,
sul quale poi sono stati mediati. Si noti che per valori distanti dalla configurazione
orizzontale dell’interferometro, ovvero per α = 0, vi sono più deviazioni dalla media
delle frequenze di oscillazione. Questo, come si vedrà in seguito, è dovuto ad altri
effetti.
2.3 Dynamical diffraction
Oltre agli effetti Sagnac e di eformazione, che principalmente vanno a in-
fluenzare in maniera quantitativa i risultati degli esperimenti COW, v’è un’altra
importante consider zione da dove fare riguardo un aspetto che invece va ad
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B. Wavelength measurement and selection
The wavelength of neutrons used in this experiment was
set by adjusting the angles of two copper crystals in the
double-crystal monochromator. The wavelengths were se-
lected for each of the interferometers so that contrast at the
long wavelength for each interferometer was as high as pos-
sible and the second-harmonic wavelength was accessible to
the monochromator. The shorter, second-harmonic wave-
length was chosen by adjusting the angles of the monochro-
mator crystals until the centers of peaks measured by varying
the angle of the normal to the 220~and thus 440! lattice
planes of the interferometer relative to the incident beam
nearly coincide as shown in Fig. 11.
In this experiment, the wavelength of the neutrons partici-
pating in the interference was measured using the experimen-
tal arrangement shown in Fig. 12. A pyrolytic graphite~PG!
crystal with the 002 planes nominally parallel to its surface
was attached to a shaft perpendicular to the scattering plane
of the interferometer in path II of the interferometer while
path I is blocked by a small piece of shielding made of B4C
in epoxy resin. Determination of each wavelength used was
done by measuring the separation between the minima of the
sum of the intensities in theC2 andC3 detectors as the PG
crystal was rotated through the first- and second-order Bragg
reflections and averaging the results of several high-
resolution, long counting time scans such as those shown in
Fig. 13. The mean wavelengths of the neutrons used with the
skew-symmetric interferometer were found to be
l252.1440~4! Å and l151.0780~6! Å, corresponding to
Bragg angles ofu2B533.94° andu1B534.15° with respect to
the Si@220# and@440# planes, respectively. Those used with
the symmetric interferometer werel251.8796~3! Å and
l150.9464~6! Å with the corresponding Bragg angles
u2B529.304° andu1B529.504°.
After completion of the experimental runs for each inter-
ferometer a high-resolution scan was repeated for each wave-
length to verify that the wavelengths used had not changed
FIG. 8. Gravity interferograms observed in theC3 detector pro-
duced at the wavelengths~a! 1.8796 Å and~b! 0.9464 Å using the
symmetric interferometer by varying the interferometer tilt anglea
with the aluminum phase flag fixed.
FIG. 9. Experimentally observed tilt-angle interferogram nor-
malized toC21C3 to compensate for the dependence on tilt of the
intensity of neutrons accepted by the interferometer for 1.8796-Å
neutrons in the symmetric interferometer.
FIG. 10. Theoretically predicted tilt-angle interferograms nor-
malized toC21C3 for 1.8796-Å neutrons in the symmetric inter-
ferometer~a! as predicted by the dynamical theory of diffraction,
~b! modified to include the reduction in visibility as the interferom-
eter is tilted due to wavelength dispersion, and~c! scaled to match
the visibility of the observed interferogram at50.
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Figura 2.6: Littrell, Allman e Wer er [9]
influenzare maggiormente qualitativamente gli stessi. Prendendo un qualsiasi inter-
ferogramma prodotto da un esperimento COW, per esempio quell riportato in
fig. 2.6, si nota chiaramente come vi sia una perdita di contrasto con l’aumentare
della deviazione dell’angolo di rotazione dalla configurazione orizzontale. Inoltre,
seppur un po’ meno chiaramente, si può notare anche una leggera traslazione del
centro della forma inviluppata rispetto allo zero sull’ascissa.
Queste due caratteristiche sono dovute a effetti di interferenza tra i percorsi
dei neutroni all’i terno dell’interferometro stesso. La teori ottica detta dynamical
diffraction spiega in maniera più che esaustiva questi fenomeni e fornisce metodi
matematici adeguati alla modellazione e predizione dei risultati sperimentali. Si
veda per esempio in fig.2.7 il confronto di dati sperimentali con quelli modellati
teoricamente.
Esulerebbe gli scopi di questa trattazione andare ad analizzare in dettaglio tutto
l’impianto della dynamical diffraction ma si rimanda, per completezza, all’ottima
trattazione nell’articolo di Littrell, Allman, Motrunich et al. [15] e alla spiegazione
più che esaustiva nel capitolo 11 del libro di Rauch e Werner [6]. Inoltre non si
può non citare il primo lavoro in cui le correzioni dovute alla dynamical diffraction
furono evidenziate, ovvero l’articolo di Bonse e Wroblewski [16, 17]. Infine, un
lavoro piuttosto recente che si prefigge lo scopo di migliorare le previsioni teoriche
per ridurre definitivamente quel persistente divario di circa un 1% tra esperimenti
e teoria, Heacock, Arif, Haun et al. [18].
Una spiegazione intuitiva e qualitativa dei processi che entrano in gioco at-
traverso le correzioni dinamiche si ha con l’immagine riportata in fig. 2.8 nella
quale sono tracciati tutti i percorsi di interferenza intrapresi dai neutroni che
passano all’interno del cristallo di silicio. L’interferometro in questione non è, come
elem ntarmente si potrebbe pensare, un semplice interferometro a due percorsi,
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One of the consequences of the tilt-dependent variation
of the intensity between the mirror and analyzer blades
of the interferometer is that the intensity measured in
the C2 and C3 detectors will vary even if beam I or beam
II is blocked. For example, if beam I is blocked, then the
intensity of distributions as a function of incident ÿ are
given by
IIIC2;ÿ  116 1ÿ ÿ23=22 cos 2ÿ cos ÿ 2
 cos ÿÿ 2 46
for the C2 detector, and
IIIC3;ÿ  116 1ÿ ÿ21=21 ÿ22 cos ÿÿ 2
ÿ 116 1ÿ ÿ23=2cos 2ÿ cos ÿ 2
47
for the C3 detector. Likewise, the intensity distributions
in the C2 and C3 detector beams when beam II is
blocked are given by
IIC2;ÿ  132 1ÿ ÿ2ÿ1=21 ÿ4  1ÿ ÿ4
 21ÿ ÿ221 cos 2ÿ
ÿ 116 1ÿ ÿ21=21 ÿ2cos ÿÿ 2
 cos ÿ 2 48
and
IIC3;ÿ  116 1ÿ ÿ21=21 ÿ22 cos ÿÿ 2
ÿ 116 1ÿ ÿ23=2cos 2ÿ cos ÿ 2:
49
These single-beam intensity distributions, like those
including contributions from both beams, are even
functions of G. The tilt-dependent mean values of the
Fig. 14. Comparison of the theoretically predicted normalized tilt-angle
interferogram scaled to match visibility at  = 0 with experimen-
tally observed data for 1.8796 AÊ neutrons in the symmetric
interferometer. (a) Theoretical prediction. (b) Experimental data.
Fig. 15. A series of phase rotator scans taken for various values of a
using the wavelengths (a) 2.1440 AÊ and (b) 1.0780 AÊ in the skew-
symmetric interferometer. The phase advances almost the same
amount with each step and nearly twice as much for the 2.1440 AÊ
data as for the 1.0780 AÊ data.
Table 4. Amplitudes of the paths in the C1 detector or side
beam
Path Coef®cient Amplitude
1 RÿTÿÿ 14 1ÿ ÿ21=21 ÿ
2 RÿTÿÿ 14 1ÿ ÿ21=21ÿ ÿ
3 RÿTÿÿ ÿ 14 1ÿ ÿ21=21 ÿ
4 RÿTÿÿ ÿ 14 1ÿ ÿ21=21ÿ ÿ
Table 5. Amplitudes of the paths in beam II between the
intermediate or mirror blade and the analyzer blade of
the interferometer
Path Coef®cient Amplitude
1 RÿRÿÿ 14 1ÿ ÿ2
2 RÿRÿÿ ÿ 14 1ÿ ÿ2
3 RÿRÿÿ ÿ 14 1ÿ ÿ2
4 RÿRÿÿ 14 1ÿ ÿ2
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Figura 2.7: Littrell, Allman, Motrunich et al. [15]
or mirror blade in path I and the ®nal or analyzer blade
in path II is the same. For the second re¯ection along
each path, at the mirror blade in path II and the analyzer
blade in path I, the situation differs as illustrated in Fig.
4(b). For this situation, the reciprocal-lattice vector is
now ÿG and  is positive so that y and thus ÿ are both
negative. The re¯ection and transmission coef®cients
describing the amplitudes of these waves as determined
from the dynamical theory of diffraction are given in
Table 1.
In his original analysis, Horne (1986) assumed that the
incident beam illuminates the interferometer through a
slit that is much larger than the average neutron wave-
length, so that single-slit diffraction can be ignored, but
much smaller than the thickness of the crystal, so that
the  and  branches arising from a single point on the
front surface of a crystal blade are physically separated
and thus do not interfere with each other at the back
surface. Although the ®rst assumption is certainly valid
for the experimental conditions of neutron gravitational
phase shift measurements, the second often is not.
However, this argument may still be valid as the blade
thickness is much greater than the transverse coherence
length (Rauch et al., 1996) of the incident neutrons.
Since the relative strengths of the independent  and 
neutron current branches are determined at the surface
at which the neutron enters the crystal, the internal
PendelloÈsung interference current present in the crystal
can be disregarded in the calculation of the trajectories
of the neutrons within the crystal as it represents the
results of the superposition of the two current branches,
not an exchange of neutrons between them.
4. Theoretical gravity interferogram
The beam geometry as predicted by the dynamical
diffraction theory for a skew-symmetric interferometer
is shown in Fig. 5. Instead of only two paths through the
interferometer, there are in reality 16 different paths for
each value of ÿ leading to the four points labeled a, b, c
and d at positions on the exit face of the analyzer blade
ÿA  3ÿ, ÿ,ÿÿ andÿ3ÿ, respectively. Each of the eight
numbered paths in the two intermediate mirror crystals
contributes intensity to two of the exit points. The pairs
of paths leading to the exit points a and d, referred to as
maverick paths (Horne, 1986), travel along either the 
or the  current branch exclusively in all three crystals.
The sets of six paths leading to points b and c travel
along both  and  branches with the same number of
each for all paths along both beams leading to the same
exit point. These paths are r ferred to as the primary
paths.
Table 1. Functional dependence of the a and b current
branch re¯ection and transmission coef®cients on ÿ
Coef®cient Amplitude
Rÿ 12 1ÿ ÿ21=2
Rÿ ÿ 12 1ÿ ÿ21=2
Tÿ 12 1ÿ ÿ
Tÿ 12 1 ÿ
Fig. 5. A diagram of the 16 possible paths through the interferometer
predicted by dynamical diffraction theory. Paths exiting the
interferometer at the same point on the analyzer blade interfere
with each other but do not interfere coherently with paths exiting at
other points.
Fig. 4. Diagram showing the four waves present in a blade of the
interferometer for neutrons with incident off-Bragg parameter y
positive (a) before re¯ection (initial incidence or after two
re¯ections) and (b) after one re¯ection.
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Figura 2.8: Littrell, Allman, Motrunich et al. [15]
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ovvero con due sole gambe, bensì un interferometro a otto percorsi. Questo fa in
modo che l’area da dover considerare ai fini del computo della differenza di fase sia,
sì maggiore di quella ipotizzata inizialmente, ma soprattutto fortemente dipendente
dall’angolo di alzo del piano interferometrico. Per cui diretta conseguenza di questa
dipendenza da fattori di dynamical diffraction è la perdita di contrasto ad angoli
di alzo elevati.
Inoltre, come inizialmente suggerito, v’è una traslazione del centro della figura di
interferenza che dipende unicamente dalle specifiche delle lamine dell’interferometro,
spessore e distanza. Questa viene usualmente modellata attraverso la relazione
qgrav = qCOW (1 + ε) (2.15)
per fornire un’idea dell’ordine di grandezza di questa variazione, nel caso dell’espe-
rimento di Werner, Kaiser, Arif et al. [19] si ha ε = 0.0476.
2.4 Termini minori
Ulteriori termini che influenzano in maniera pressoché impercettibile la fase
indotta dal potenziale gravitazionale e dalla rotazione terrestre possono essere
ricavati con una trattazione relativistica dell’esperimento COW. Il maggiore di
questi è nell’ordine di 10−9.
Vari articoli che ne parlano sono Anandan [11], Stodolsky [12], Varjú e Ryder
[20], Wolf, Blanchet, Borde et al. [21], Greenberger, Schleich e Rasel [22] e Lan,
Kuan, Estey et al. [23]. Solo per completezza se ne riportano qui le equazioni citate

























Conseguenze degli esperimenti COW
3.1 Principio di equivalenza
Una delle più importanti conseguenze e applicazioni degli esperimenti COW è
sicuramente la possibilità di verifica del principio di equivalenza. Già in passato
(per esempio Koester [3]) si cercò di dimostrare che anche in ambito quantistico si
mantiene valido il principio di equivalenza. Ma l’esperimento COW può dirsi dav-
vero completo in quanto, come già mostrato in 1.1.2 a pagina 2 qui il rapporto m/h̄,
che non può elidersi in alcun modo, lega strettamente il potenziale gravitazionale
con la meccanica quantistica.
Vi sono due versioni del principio di equivalenza dette forte e debole [25–27]
Equivalenza debole la massa inerziale e quella gravitazionale, rispettivamente le
proprietà di opporsi a variazioni del moto e di subire un campo gravitazionale,
coincidono numericamente
Equivalenza forte in un campo gravitazionale qualsiasi si può scegliere un sistema
di riferimento accelerato in modo tale che localmente gli effetti dell’accelera-
zione gravitazionale siano nulli
3.1.1 Equivalenza debole
Per quanto riguarda l’equivalenza debole gli esperimenti COW analizzati fino
a qui sono più che sufficienti. Si è, infatti, visto che qSagnac ∝ mi, eq. 2.11c e si è
accennato anche come qCOW ∝ mimg. Di seguito si vedrà in dettaglio la derivazione
di quest’ultima proporzionalità, eq. 3.4c. Se gli esperimenti COW riescono a verifi-
care queste relazioni, è già chiaro come dall’effetto Sagnac sia immediato ricavare
un valore per la massa inerziale. Per poi utilizzarla nella relazione propriamente
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COW per trovare anche il valore della massa gravitazionale di un neutrone. Esse
risultano coincidere, si noti infatti che spesso è stata utilizzata l’eq. 1.18a in cui la
massa appare al quadrato invece che come prodotto mimg senza che i risultati ne
venissero influenzati in maniera alcuna.
Si ricorda la trattazione per ricavare la differenza di fase causata dall’effetto
Sagnac, nel dettaglio la Lagrangiana del sistema e il momento generalizzato che
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Ora, essendo l’interferometro di ridottissime dimensioni in riferimento a quelle
della Terra, si può introdurre una variabile posizione locale x = r−R tale per cui




+mgg · x +mi (Ω× x) · ẋ + L0 (3.1)









l̂ +miΩ× x (3.2)
con l̂ la direzione lungo la traiettoria del neutrone.
Il primo membro del momento è una costante, per cui all’interno dell’integrazione
per il calcolo della differenza di fase si elide nella sottrazione; il terzo membro è
quello da cui sorge l’effetto Sagnac. Il secondo membro, come anticipato nell’eq. 2.10,
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Acceleration-Induced Interference 271
expected linear dependence is observed with a slope (dZ/dω)o = 1.609 ± 0.014 m/rad/s. This
agrees nicely with the predicted slope (slope (dZ/dω)p = 1.614 ± 0.008 m/rad/s. Although the
maximum acceleration of any part of the crystal assembly was only 0.1 m/s2, it was necessary to
take care that there were no effects due to bending of the crystal itself due to this acceleration.
It is truly remarkable that such small angular rotation frequencies utilized in this experiment
can have such enormous amplification effects on the bending of neutron’s trajectories. It is fair to
say that the periodic potential of the crystal lattice creates a violation of the free-space principle of
equivalence by a factor of 105.
8.3 Acceleration-Induced Interference
In order to truly verify the principle of equivalence in the quantum limit for neutrons propagating
in free space, one should carry out two experiments—one in which there is the presence of a
gravitational field g with no acceleration a, and then one in which the effects of gravity are zero but
the entire experimental setup is in a state of uniform acceleration. Bonse and Wroblewski (1983,
1984) carried out this second experiment at the ILL in Grenoble (Section 2.2.1). A schematic
diagram of their experimental setup is shown in Fig. 8.17.
The LLL interferometer was fastened to a specially designed horizontal traverse. This traverse
utilized leaf-spring guidance for smooth and practically frictionless movement under sinusoidal,
forced-oscillation conditions parallel to the three slabs of the LLL interferometer. The sinusoidal
oscillation was facilitated with a pair of standard loudspeaker magnets. The leaf-spring mechanism
was designed in a way to minimize any deleterious rotational motion which would lead to phase
shifts from the Sagnac effect discussed earlier in Section 8.2, and the large effects of the Coriolis
force within the crystal blades as described in Section 8.2.3. This requirement on the mechanical
structure of the traverse was severe indeed.
The intensity of the outgoing 0-beam was monitored stroboscopically in a manner to record
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Figure 8.17 Experimental setup for the observation of an acceleration-
induced phase shift (left). The observed phase shift as a function of the
acceleration (right). Reprinted with permission from Bonse and Wroblewski
1983, copyright 1983 by the American Physical Society.
Figura 3.1: Rauch e Werner [6]
avendo A l’area racchiusa dalle traiettorie dei neutroni. Quindi, sapendo v0 = h/λmi











Manca, però, un tassello nell’argomentazione sulla validità del principio di
equivalenza anche in ambito quantistico. Staudenmann, Werner, Colella et al.
[7] diedero per scontata la validità dell’equazione di Schrödinger in un sistema di
riferimento accelerato. Bonse e Wroblewski [16] dando seguito a questa affermazione
ritennero, invece, opportuno verificarne la validità con un esperimento dedicato.
Viene montato un interferometro su di un carrello mobile estremamente preciso
nel posizionamento in ogni direzione dello spazio. Azionato da magneti, esso
può spostarsi lungo la guida del carrello compiendo un movimento armonico
secondo impulsi sinusoidali. Il fascio neutronico è controllato anch’esso in maniera
estremamente precisa perché i neutroni escano dal cristallo di silicio nel momento
esatto in cui l’accelerazione è la massima possibile a± = ±x0ω2. Tutto ciò è
riportato schematicamente in fig.3.1.
Vari set di differenze di fase verso la corrispondente accelerazione dell’inter-
ferometro furono ottenuti per varie combinazioni di parametri tra cui frequenza
e ampiezza di oscillazione. Su questi dati è stato poi realizzato un fit basando-
si sull’equazione di Schrödinger per una particella in un sistema di riferimento




∇2 + V (r) +mia · r
]
ψ (r) = Eψ (r) (3.5)
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La differenza di fase causata dall’accelerazione è risultata in linea con quella causata
dal potenziale gravitazionale ricavata con il solito metodo degli altri esperimenti
COW.




∇2 + V (r)−mgg · r
]
ψ (r) = Eψ (r) (3.6)
è equivalente alla 3.5 solo ed unicamente se vale
mia = −mgg (3.7)
Avendo, però, l’accelerazione a che va a compensare gli effetti di quella gravitazionale
si ha necessariamente che vale anche il principio di equivalenza debole mi = mg
3.2 Esperimenti COW con fotoni
In 2.2.1 a pagina 15 si era fatto riferimento a eventuali effetti Sagnac e COW sui
fotoni. In quel momento erano stati ignorati in quanto la trattazione era nell’ambito
della meccanica classica in cui la gravità non ha alcun ruolo sulla dinamica di
particelle prive di massa.
Rauch e Werner [6] fecero un’interessante nota di commento al fatto che siano
più che possibili effetti di sfasamento causati, sia dalla gravità che dalla rotazione
della Terra, su fotoni. Inoltre valutarono gli ordini di grandezza che essi assume-
rebbero se venisse usato l’interferometro originale di Colella, Overhauser e Werner
[5]. Si capisce così, che l’averli ignorati nelle trattazioni precedenti non fa perdere
di correttezza queste ultime visti gli svariati ordini di grandezza in meno rispetto
agli effetti di deformazione del cristallo.
Si ricorda valgono le relazioni di Compton per la frequenza e di de Broglie
mc2 = h̄ω h̄k = mv (3.8)
3.2.1 Effetto Sagnac su fotoni
Grazie alla derivazione della relazione dello sfasamento di Sagnac svolta da
Dresden e Yang [30] attraverso un approccio di ottica ondulatoria si può affermare
con certezza che l’equazione da loro trovata sia applicabile sia alle onde di materia
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Qui, come solito, k è il vettore d’onda e v0 è la velocità di gruppo dell’onda. Da




Ω ·A = 2miv0
h̄v0
Ω ·A = 2mi
h̄
Ω ·A
3.2.2 Effetto COW su fotoni























Il campo gravitazionale terrestre può essere visto come una regione di spazio












in cui k∞ è il vettore d’onda all’infinito, dove il campo gravitazionale va ad
annullarsi.
Unendo le eq. 3.10b e 3.11, usando la nota relazione n = c/v si ottiene infine la





I valori approssimativi calcolati da Rauch e Werner [6] per gli sfasamenti sui





Lo scopo che questa trattazione si era posta nell’introduzione era quello di
analizzare nel più chiaro modo possibile quello che è l’esperimento avanguardista
di Colella, Overhauser e Werner [5].
Nel primo capitolo si sono viste e derivate le basi teoriche che spiegano e forni-
scono una motivazione fisica allo sfasamento indotto dal potenziale gravitazionale.
Il propagatore temporale presenta un termine di fase direttamente dipendente dal
potenziale a cui uno stato quantico è sottoposto. Per cui nel caso specifico del
potenziale gravitazionale la fase indotta dipende dall’importante rapporto m/h̄ che
lega strettamente il mondo quantistico con la gravità.
Inoltre si è introdotta l’idea alla base dell’esperimento COW, ovvero quella
di impiegare un interferometro per separare un fascio di neutroni in due percorsi
distinti posti a due livelli dal suolo diversi in modo che siano sottoposti a due
potenziali diversi. Successivamente riuniti, i due rami apportano contributi sfasati





Il primo esperimento presentò un discostamento esperimento-teoria del 12%,
per cui nel tempo si susseguirono svariati altri tentativi di migliorare le tecniche
e le tecnologie impiegate in questa tipologia di verifica sperimentale per giungere
a risultati migliori. Gli articoli più importanti in questo senso sono quelli di
Staudenmann, Werner, Colella et al. [7] e di Littrell, Allman e Werner [9]. In
questi sono state impiegate varie innovazioni tra cui forme diverse di interferometri,
l’uso di lunghezze d’onda differenti in modo da avere sufficienti equazioni da cui
ricavare i parametri incogniti dipendenti da λ e, maggiormente importante, l’uso
di una lamina metallica rotante frapposta alle lastre dell’interferometro per poter
migliorare le tecniche di fit dei dati grezzi.
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Il miglior risultato ottenuto ha un divario esperimento-teoria dello 0.8% che perma-
ne inspiegabilmente in tutti gli esperimenti.
Nel secondo capitolo sono stati introdotti vari effetti che influenzano la misurazio-
ne della interferenza indotta dal potenziale gravitazionale e che non possono essere
ignorati se si vuole svolgere una verifica accurata. Basti pensare che nell’esperimento
originale del 1975 non fu tenuto conto se non degli effetti di deformazione dell’inter-
ferometro e si giunse ad una bassissima precisione con un divario esperimento-teoria
addirittura del 12%.
Primo tra tutti questi contributi è l’effetto Sagnac, dovuto alla rotazione della
Terra e dunque al fatto che i neutroni si muovono all’interno di un sistema di
riferimento accelerato. Questo è uno degli effetti più studiato in relazione agli
esperimenti COW e con la maggior letteratura. Tra i principali analisti si ricordano




ΩA cos θL cosα
Altro importantissimo effetto è quello di deformazione del cristallo di silicio
sotto il proprio peso. Per questo è pressoché impossibile, o per lo meno inutile,
una modellazione teorica in quanto l’asse su cui è ruotato non è affatto un’asse
di simmetria elastica del materiale. Dunque inizialmente si ovviò al problema
attraverso l’uso di raggi-X, sostituendoli ai neutroni e trovando la differenza di fase
che subiscono. Questa è poi possibile sottrarla, a quella trovata per i neutroni, come
fosse un parametro di costruzione dell’interferometro. Successivamente si ipotizzò
che questo approccio non fosse del tutto corretto, per cui si passò all’impiego di
due lunghezze d’onda differenti di neutroni in modo da rendere possibile un fit che





Ulteriori effetti dovuti alla teoria della dynamical diffraction sono modellati con
la modifica della frequenza COW secondo la relazione
qgrav = qCOW (1 + ε)
Nel terzo e ultimo capitolo si è discusso di un possibile impiego dell’esperimento
COW per verificare il principio di equivalenza in ambito quantistico. Nella sua parte
così detta debole è pressoché diretta la verifica in quanto il termine di sfasamento di
Sagnac dipende unicamente dalla massa inerziale e viceversa quello da potenziale
gravitazionale dal prodotto tra la massa inerziale e quella gravitazionale. Dunque
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trovati questi termini, ricavatosi la massa inerziale è poi possibile calcolare anche
quella gravitazionale e verificarne l’uguaglianza numerica. Nella sua parte forte, che
fu originariamente data per scontata, è invece necessario un ulteriore esperimento.
Svolto per la prima volta da Bonse e Wroblewski [16], prevede di accelerare
l’interferometro dell’esperimento COW in modo da avere un sistema di riferimento
la cui accelerazione vada ad annullare gli effetti della gravità.
Infine è stato notato come anche i fotoni, classicamente oggetti non massivi e
dunque non perturbati in alcun modo dal potenziale gravitazionale, possano subire
uno sfasamento, sia di tipo COW che causato da effetto Sagnac.
Per completezza si fa riferimento a due articoli che riportano di aver raggiunto
precisioni molto maggiori di quelle raggiunte con gli esperimenti COW classici. Il
primo, di Zouw, Weber, Zeilinger et al. [32] impiega l’uso di very cold neutrons
e riesce a giungere a uno scostamento della teoria dello 0.08% seppur il fattore
di correzione dovuto a una distribuzione asimmetrica delle lunghezze d’onda è
piuttosto grande. Il secondo è più recente e impiega una tecnica detta spin-echo, è
di Haan, Plomp, Well et al. [33] e giunge alla precisione di 0.1 punti percentuali di
differenza tra esperimento e teoria.
Per concludere, si riporta la relazione completa che fornisce la differenza di fase
tra i rami dell’interferometro e che dunque descrive la figura di interferenza indotta
dal potenziale gravitazionale.
∆Φ (α) = ∆Φgrav + ∆Φbend + ∆ΦSagnac
= −qgrav sinα− qbend sinα + qSagnac cosα
= q sin (α− α0)
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